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In der vorigen Abhandlung: „Uber die Kriterien «des Grössten und Kleinsten bestimmter Integrale”, 
Bd. XXXVT, p. 235— 250, habe ich nr den Fall in Erledigung gelracht, wo in Bezug auf die zweite Varia- 
tion des in Untersuchung stehenden Integrals die Kriteriengleichung (11) 8. 3 


let let si el, rl) 


vor einem identischen Verschwinden des Coöffieienten 4, = 9, als gesiehert angenommen wurde. In Falle 
des Verschwindens von A, wurde dort aut ein System von %-Wertlien gewiesen, welehe ein identisches Ver- 
schwinden von 7, und demzufolge aueh ein identisches Verschwinden von 2?2& nach sich ziehen — und falls 
sonst die Funetion M, ein constantes Vorzeichen darbieten sollte, solle man die speciellen Z-Functionen in 
die höheren Variationen 9°, 98... einführen, nnd nachsehen, ob hiebei 99& anch identisch versehwindet, 
und ob zugleich #*& für alle im vorgeschriebenen Intervalle liegenden Werthe von or, a5... el con- 
stantes Vorzeichen beurkundet. Mit Hinbhiek anf eine solehe Eventnalität wurde der Schluss begründet, dass 
hiedurch ein Maximum oder Minimmm angedeutet wird, je nachdem neben ?S5=0V der Ausdruck #2 sieh 
entsprechend negativ oder positiv gestaltet. 

In Falle eines identischen Verschwindens von „= 4, —=UV ergeben sich sehr viele Systeme von 
y-Werthen, welehe ein identisehes Verschwinden von J/, und hiemit auch von 223 nach sich ziehen, und 
dürften bei sonst zeichentestem 4, noch eine mannigfaltigere Consultation der Variationen 3, 9?3 und 
vielleieht auch noeh höherer Variationen erheischen. Es sind auch Fälle möglich, wo J/, auf Grundlage der 
Bedingung „—=n,=..—=n,=0 unabhängig von den $-Werthien versehwindet, und wo in gleicher Weise 
nebst ©? auch noch weitere Variationen identisch verschwinden. und demgemäss unfähig werden, eine 
Erkenntniss der speeifischen Unterschiede zwischen den Nachbargestalten zu vermitteln. Solche Fälle für die 
endgiltige Entscheidung in Anschung des Zustandes des vorgelegten bestimmnten Integrals vorzubereiten, ist 


Gegenstand und Zweck der nachstehenden Abhandlung. 
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Aldl Donenss Znmmnzleo, 


Um eine für die spätere Handhabnng bequemere Form irgend] viner etwa der zten Variation ”& zu 


gewinnen, sei 
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die Relation 
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die symbolische nnd wirkliche Bestimmmngsgleichung der zien Variation von W in Bezug auf die Fine- 





tion 77, und ihrer bis zum Range „= [| = [9,|=...— [»,;,] reichenden Diflerentialqnotienten, sobald 
inan den Buchstaben &,, &,-..%;, alle möglichen der Gleiehnng (>) entsprechenden Werthe beilegt. und 
ıiese Werthsysteme zur Bildung der Summe (4) verwendet. 
Für 
(5) ON ne NE ee 
erhält man zur Bestimmung der zten Variation von W in Beziehnng aut sämmtliche Fnnelionen 7 
und ihre bis zu den Ordnungen 2, , ”,...», reichenden Differentialquotienten folgende Gleichung: 
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Auf Grundlage der osenlatorischen Substitution * 
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Hieraus ergibt sich die in Folge osemlatorischer Substitution redueirte Gestalt der zten Variation von & 
in folgender Worm: 
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Um der folgenden Untersuehung die mögliehste Allgemeinheit zu wahren, nehmen wir an, dass in der 


Gleichung (1) 4 Antangseveffieienten dureh identisches Verschwinden die Relationen 


® Damit die in Folge osenlatorischer Substinution vernachlässigten Bestaudtheile wgend eines Gliedes der in der vorigen 
Abhandlung in Verwendung genommenen Taylor'schen Reihe nicht Überhand gewimen über ihre späteren Glieder, und 
hiedureh die Benitleilung «ler Nachbarwerthe nicht zu trüben vermögen — setze man zwischen den Grössen 2 ımıl » die 
jedenfalls erlaubte Relation plogn—1 fest, weil hiebei neben dem schr gross gedachten n die Grösse 5 noeh immer sehr 
klein ansfällt. 
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veranlassen. Diesfällig gilt s — O als eine 4-fache Wurzel der Gleichnng (1). Sind ausserdem (ie noch übri- 
gen Wurzeln dieser Gleichung säinntlich gleiel bezeichnet, so wird hiedurch eine Anhoffung eines Maximums, 
beziehungsweise Minnnums von & begründet. Ob dies wirklich eintritt, stellen wir in Bezug auf die dureh 
s— 0 veranlassten Werthsysteme von 3 eine Anfrage an die höheren Variationen des Integrals. nm aus der 
Eigenschaft ihrer Werthsysteme die Gewissheit zu erlaugen, ob der, in Folge «der wicht verschwindenden 
Wurzeln angehofite Zustand von & sieh auch in Bezug anf die durch s — © veranlassten Wertlisysteme von ı 
bewahrheitet oder nicht. 





Die Annahme A,—= A =... =4-1=0. ı<ZO setzt voraus, dass in dem Coäffheientenquadrat (10) 
$.>, aus welchem die Determinante 7, hervorging, theils einander Glied für Glied gleiche oder propor- 
tionirte, theils Glied für Glied versehwindende lorizontalreihen,, theils endlich solche Reihen vortindig sind, _ 
welche einer gliedweisen algebraischen Sunmirung von mehreren anderen mit gewissen Zahlen multiplizirten \ 
Reihen ilır Dasein verdanken. In weiterer Folge setzt diese Annahme voraus (dass, für s — 0 die Gleichnngs- 
systeme (5), (6) $ 9 in Bezug anf die Bestimmung der Unbekannten %,, Ya» dyr 8, 8.9, Sich äqnivalent 
stellen emein Systeme von blos u-+7— 4 Bestimmmngsgleielmngen, in welchem nach Ausscheitlung derjenigen 
Vertiealreihen von Coöthieienten, welche den ausgeschiedenen Ilorizentalreihen entsprechen, cin Quadrat von 
(p-+v 4) Norizontalreihen nnd ebenso vielen Vertiealreihen zurückbleibt, welches eine nicht ilentisch ver- 
selwindende Determinante lietert. Angenommen, dass die auszuscheidenden Vertiealreiben den Funetionen 
2%, %,..0, entsprechen, so kann man mit Hilfe des übriggebliebenen Gleichungsss stewms die Fimetionen 
Barız Unpzer bus Sp g., Als lineare Ausdrücke der %,. D....y, ausdrücken, nnd in den Variationsmodul D 
einführen, welcher dann nach %,. %y... », geordnet, sich etwa in folgender Forin hinstellt 


(14) 


Bi al .. aD )EN—DiN (16) 


sobakl man die oben erwähnte identisch nicht verschwindende Determinante mit N’ bezeichnet. Hierbei sind 
di, by... als willkürlich anzuschen, weil die Ableitung des Resnltates (16) von der in (31) $. 2 stipulirten 
mabhängıg vor sieh ging, and weil m den Gleielmngen (5) in Folge = jede Spur verwischt wurde, welche 
anf eine Abkommenschaft dieser Gleiehmngen aus» der Relation (31), $. 2 erinnern könnte. Für die Zukunft 
bleibt nns daber unbenommen, zwisehen den mun willkürlichen Funetionen ı,, %,... 7, irgend eine nene den 
Untersuchungszweeken entsprechende Relation zu stiften. 

Auf Grund der Ammahme (14) lat man zum Behnfe der Bildung der höheren Variationen von & folgende 
Relationen: 

Y DER Y N y DNS 
2 en? 4, = nn ve a = 

\enn 37, nicht identiseh verschwindet, so findet weder ein Maximum noch ein Minimum statt. Ist jedoch 
neben 4,—=0. M, nicht idendiseh Null, so wird ein erweisliech eonstant negatives oder positives Vorzeiehen 
von M, A, 4,...4, auf ein Maximum beziehnngsweise Minimum des in Untersuchung stehenden Integrals 
hinweisen. 

Verschwinden mehrere MY nach einander identisch, und ist das erste nieht versehwindende ungerail- 
bezeigert, so findet weder em Maximmn noch ein Minimmm statt. Ist jedoeh das erste. nicht identisch versehwin- 
dende / geradbezeigert, etwa M,=0, so wird em Maxinial- oder Minimalzustand des vorgelegten Integrals 
nnr angehofft. Ob thatsächlieh ein Maxinmm oder Minimum stattfindet oder nicht. hängt bekannterweise vom 
Erweise ab, ob der Ausdruck Ar, im vorgeseltiebenen Veränderliebkeitsgebiete der Variablen . und der 
willkörlichen Fimetionen » ein entspreeliend eonstantes Vorzeichen benrkundet oder nicht. 

Vor Allem steht es uns frei, zwisehen den Argumenten »,, %,..., irgend eine Relation zu stiften; setzt 
ınan nun: 


R Est " e e " ı . Es“ 
wu — (N NR — ur — Ur —. .-R_l, ve ü Ile u, |. 
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(19) 
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so wird damit besagt, dass die Argumente » im Bereiche der Veränderlichkeit von x nur mit den endlichen 
Finetionen N’ und 5 gleichzeitig verschwinden dürfen. Die Beschaffenheit von 9 und N’ bietet uns dagegen 
vollkommene Bürgschaft datür, dass ein gleiehzeitiges idlentisches Verschwinden der B-Functionen nicht statt- 
finden darf, und dass die Y-Functionen im Veränderliehkeitsintervalle stets endliche Werthe beibehalten 
missen. 

In Bezug auf die Stabilität oder Niehtstabilität des Vorzeichens der Funetionswerthe vom 1%, bestimmen 
wir die Hauptwerthe von I, und bezeichnen solche, wie früher mit (M2,). Wiebei werden die Werthe von 
2, 0y.. 0, als constant, und nur die Funetionen % als Variable angesehen, welche übrigens an die einzige in 
(19) ersiehtliche Bedingung geknüpft sind, Zu ee Zwecke haben wir in üblicher Weise mit Rüeksieht auf 


(16) und (17) 
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und können für ein passendes s’ die Variationen 2%, 2%,...2%, als willkfirlieh betrachten. and zur Bestim- 
mung der zu den Hauptwerthen (J,) führenden Functionen 2, %a...2, und des Coöftieienten s’ nebst der 
Gleichung (19) noch tolgende Gleichungen aufstellen: 


al, N. Zr): a: a 
(20) AL, —= m wa us er 


A, = > a) WIEN) — ae “a N, 


Wenn man die Gleichungen (20) der Reihe nach mit %,, P,...%, multiplieirt nud bei der Sunmirung der 
umltplieirten Gleichungen die Relation (19) und das Bildungsgesetz (17) berücksichtigt, so erhält man: 


DD Zoe 
oder 


(21) Mer) —u (5 NE Ne HE, 
und im Gefolge dieser Relation, folgenden Satz: 

Die Hanptwerthe von I, und hiemit auch sämmtliche im vorgeschriebenen Verän- 
derlichkeitsintervalle liegenden Werthe von JR, benrkunden ein eonstantes Vorzeichen 
(22) oder nieht, je.nachdem die ans den Gleichungen (20) gezogenen reellen Werthe von 

zleiehbezeichnet erscheinen oder nicht. 

Bezeiehnet man das gemweinschaftliche Vorzeichen der reellen aus (20) gezogenen 

Wershe von smat 3, nnd das eonstante Vorzeichen von s, 3,228, mit s,, eısbetindersiech 
(23) das vorgelegte bestimmte Integral S= 5 im Maximal-oder Minimalzustande, je nach- 

dem die Zeiehenptrodlwere ,;, wird, el&ichzeitie nesativ oder positiv sielr ergeben. 

Wären nnter den Systemen von s’, NE welche aus (19) nd (20) gezogen u erden aueh solche 
reelle Werthsysteme vorhanden, bei welchen s’ identisch verschwindet, wären sonst alle übrigen nieht iden- 

tisch verschwindenden s’-Werthe im gegebenen Intersal mit dem gemeinschattlichen constanten Vorzeichen 34 

verschen, so schliesst man darans auf Werthsysteme von 7, welehe der Fnnetion N, Nullwerthe beibringen, 

ind eben desswegen der 2zten Variation des bestimmten Integrals die Kraft benehmen, in Bezug auf den 


sehliesslielme Zustand des vorgelegten bestimmten Integrals eine Euntscheichmg herbeizuführen. 
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Die Eventualität der Existenz identisch verschwindender den Gleichungen (EN md (20) genüugender 
s’-Wertlie wird sich begreiflicher Weise dadurch kund thnu, dass unter den Relationen 


= —— Be) ee . 
I Zah ee) (>4) 
nieht alle von einander unabhängig sich stellen, dass vielmehr nur einige etwa die Relationen 
AW-W-.. —1 fir Ah (25) 


sich als selbständige Relationen präsentiren. 

In einem solchen Falle sche man nach, ob anf Grimd der selbständigen Relationen (25) die Fiction 
Me,., identiseh verschwindet oder nicht. Für Nayı ZV existirt kein Maximum noch Minimum. hingegen inı 
Falle Ma, = 0 untersoche man, wie viele von den folgenden Ausdrücken Mayrı, Marz... der Reihe nach 
PR ssinden, Nur in dem Falle wird noch ein Maximal- oder Minimalzustand angehofft, wenn der erste 
nieht identisch verschwindende Ansdrnek der Form May angehört, und im Angesichts der Bedingungen (25) 
lauter gleiehbezeiehnete Dauptwerthe (Mayr) liefert, welche überdies mit den nicht verschwindenden Wer- 
tlıen von (J4,,) in Bezug aut ihr gemeinschattliches Vorzeichen übereinstimmen, 

Indem wir den Bedingungen (25) noch die mans ans gleichem Grande wie früher verstattete Relation 


Ge = (N De U lt 0 (20) 


hinzugesellen, setzen wir zum Behufe der Autfindung der Hanptwerthe (Mer) 
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ee N) DER = SD DDR]; 
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und dem gemäss 
; 2 in 97 
DM = 3 $ E ulD BO) +S, Bene za “| =(): ER) 
Unter Voraussetzung passend gewählter Coöffieienten s", 5,.59-..57 kann man die Variationen 
°%,9%y2...2%, als völlig willkürlich ansehen, nnd zur Bestimmmng der Fıunetionen s”, en U, 
nebst den Relationen (25), (26) aus (27) folgende Gleichnngen ansehreiben: 
Wo. i 
al == Di (D a DIS) >, ISp Ion Dr Dr: W)] —= Yr 21 Ss 
1 
A 
Be r IN fi: ’ ZR-EMEN]) _—— ai 
N, = M, (MEZ) +$,[® DD, DE—R)] = vers (28) 
A 
r r at Li e x age] 
N, und /b), (d © MW) + Sr L EN D; D _ "W)] — Yin" ur . 
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Multipleirt man die Relationen (28) der Reihe nach mit Ye dd, und berücksichtigt bei ilırer Sunmi- 


rung die Gleichung (26), so erhält man: 


a" 
DD 9, 15,0, 0 DE] (N ne 
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oder 
k' 
DER + 3, r DEN ei 
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nnd auch 
I 


(29) DER SW) — No) 


ii 
endlich in Folge der in (17) ersichtlichen Bildung der Ausdrücke M,, sowie in Folge «er Bedingungen (25) 
erhält man ans (29) die kelation 
(30) (las. 





aus welcher in der gepilogenen Weise geschlossen wird, dass das vorgelegte Integral sieh im Maximum oder 
Minimmmn befindet, je nachdem erweislich das entsprechende gewmeinsehafthelhe eonstante Vorzeichen der aus 
(29) (26) gezogenen s”-Werthe mit «dein ebenfalls eonstanten Vorzeichen von A, A,...%, sieh verschieden oder 
iibereinstimmend ergibt. 

Wein wir in der stutenweise aufeinander folgenden Untersuehung «der Ausdrücke M,, May, 


er 


1utgeee 


fortsehreiten.«d jedesmal eine Hindentnng auf dasselbe canstante Vorzeichen der nieht verschwindenden Werthe 
dieser Ausdrücke bestätigt finden, so müssen wir mit Rücksicht auf den Umstand, dass jedes folgende M von 
einer grösseren Anzahl von Bedivgungsgleichungen begleitet wird als das vorhergehende, endlich zu einem 
Ansdirneke I%,,0) gelangen, dessen constantes oder nicht constantes Vorzeichen einen unzweifelhatten Selluss 
auf den eigentlichen Zustand des vorgelegien Integrals gestattet. 

Die Ableitung des Resnltates (5) $.3 der vorigen Abhandlmg und des kesultates (30) in dieser Ah- 
handimng, beruht offenbar auf der besonderen Eigenschaft der Bedingungsgleiehungen, welche in beiden 
Fällen in Bezug aut die alx Variable gedachten Argumente % homogene Funetionen, nnd zwar im ersten Falle 
des ersten, im letzten hingegen des (22— ten Ranges darstellen. Die Ableitung des Resultates (21) betritt 
die Untersuchung des Ausdtuckes Max, weleher ursprünglich von 5-+7— 4 homogenen Iinearen Bedingungs- 
gleichnngen begleitet war, welcher jedoch a» die Stelle des ursprünglichen Variatiomsmoduls D= Du + 
D,%,+...+D,», den auf Grundlage der Imearen Bedingungen redneirten Variationsmodul D’= DU + 
D,%,+ ...—+ D,Y%n in seinen Bau anfnelmend, von da ab ohne weitere Rücksicht auf diese Bedingungs- 
gleichungen das verlangte Resultat (21) vermittelt. Bei der Aufnahme der Untersuchung irgend eines bestimm- 
ten Falls ist es ratsam, sehon im Ausdrucke M, den Variationsmodul D auf Grund der vorliegenden Be- 
dingungen „= %,=...—=7,==:0 zu redueiren, um dann mit gleichem Erfolge die weitere Untersuchung 


sei dieser Gelegenheit wird man ein etwaig 





unabhängig von diesen Bedingnngen zu führen. 1 es identisches 
Verseliwinden von M, anf der Stelle wahrnehmen, und sofort zur Untersuchnng der weiteren U schreiten, 
bis man zu einem nicht identisch versehwindenden U gelangt. Ist dann das erste nieht versehwindende M un- 
gradbezeigert, so schliesst man ohne weitere Forschung auf das Niehtvorliandensein eines Maximmms oder 
Minimums. Tst jedoch das erste niebt verschwindende M etwa der Ausdruck /,, so wird die weitere Unter- 
suchung in der chen in diesem Paragraph exponirten Weise angelegt und fortgesetzt, uns schliesslich den 


/nstand des vorgelegten Integrals unzweidentig erkennen lassen. 
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